Diferencijalne jednacine

December 9, 2020



Diferencijalne jednacine U
DJ prvog reda

Uvod

Jednacina u kojoj figuriSe nezavisna promenljiva x, funkcija y i njeni
izvodi y’, y”, ..., y\" naziva se diferencijalna jednaéina,
F(vaay/a 7y(n)) = O

Zadatak je da se odredi nepoznata funkcija y, tj. reSenje
diferencijalne jednacine je funkcija y = f(x) koja zadovoljava
polaznu jednacinu za svako x.

Najvisi red izvoda n u jednacini je red diferencijalne jednacine.
Jednacine u kojima figuriSe funkcija jedne nezavisne promenljive
y = f(x) i njeni izvodi naziva se obi¢na DJ.

Jednacine u kojima figuriSe funkcija viS§e promenljivin y = f(x, ..., Xn)
i njeni parcijalni izvodi naziva se parcijalna DJ.
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Diferencijalne jednacine prvog reda

Diferencijalna jednacina prvog reda F(x, y,y’) = 0.
Pretpostavimo da se jednacina moze zapisati u obliku y’ = f(x, y).

Postavljaju se 2 pitanja:
@ Da li postoji resenje jednacine?
@ Ako postoji reSenje, da li je jedinstveno?
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Teorema

Neka je data jednacina y' = f(x,y) pri Cemu je f(x, y) definisana i
neprekidna u oblasti D C R?. Za proizvoljnu tacku (X, ¥o) € D postoji
Jedinstveno resenje y = p(x) jednacine koje zadovoljava uslov y = yo
za x = Xo, if. ¥(X0) = Yo-

Jednadina y’ = f(x, y) ima beskonaéno mnogo resenja.
Uslov y(x0) = yo naziva se pocetni uslov.

Oznake: y(X0) = Y0, ¥|x=x, = Yo
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Definicija

Opste resenje DJ F(x,y.y’) = 0 je familija funkcija y = ¢(x, C) koje
zavise od proizvoljne konstante C i koje zadovoljavaju jednacinu
F(x,y,y") =0 za svako x.

Za dati pocetni uslov y|x—x, = Yo postoji konstanta C = C, takva da
y = ¢(x, Cp) zadovoljava polaznu jednacinu. Svako reSenje

y = ¢(x, Cp) polazne jednacine dobijeno iz opsSteg resenja tako Sto
se parametru C dodeljuje konkretna vrednost Cy naziva se
partikularno resenje DJ.
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DJ sa razdvojenim promenljivim

DJ sa razdvojenim promenljivim je oblika f(x)dx + g(y)dy = 0, gde
sufig neprekidne funkcije.

Oznake: y' = %, g(y)dy = —f(x)dx, & = -1
g(y)dy = —f(x)dx - moze se posmatrati kao jednakost dva
diferencijala. Tada se njihove primitivne funkcije razlikuju za

konstantu:
[9(y)dy = — [ f(x)dx + C.
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Homogena DJ

Definicija

Funkcija f(x, y) se naziva homogenom funkcijom ako za svako
k € R vazZi f(kx, ky) = f(x, y).

Definicija

DJy' = f(x,y) je homogena DJ ako je f(x, y) homogena funkcija.

Ako u f(x, y) = f(kx, ky) izaberemo k = 1
=y =1f(x,y) = f(kx,ky) = f(1,%) = 9(5)
=y =9(%)

Uvedimo smenu u = £.
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_Y —u.
u=>_=y=u-x
=S Yy=U - X+U-1
ég—@-eru
dx  dx
= (u)—%~x+u
I =G
du ax
= —— = —
gluy—u  x
Dobijena je DJ sa razvojenim promenljivim po u
jfg(g)u—u:.‘%JrC'

Vracanjem smene u = £ dobija se opste reSenje polazne jednacine.
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Linearna DJ prvog reda

Y+ P(X)y = Q(x)
gde su P(x) i Q(x) neprekidne funkcije.

ResSenje trazimo u obliku y = u - v gde su u(x) i v(x) funkcije po x.
Pri tom, v(x) biramo na pogodan nacin, a u(x) na osnovu polazne
jednacine.

y=u-v=y =u-v+u-v
dy adu av

ax ax VT Y

Zamenimo u polaznu jednadinu:

y
du v <
Y'+PXy=Qa(x) = = -v4 o u+PX) U v=Qx)
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adu dv

Y+PX)y=Q(x) = —-v+— -u+PXx)-u

ax ax

av du
(?+P( ) )U+a'
| S ——

Izaberemo v(x) tako da (% + P(x) - v) =0

dv dv
a'f‘P() V= 0:>af—P(x)-v
dv

—P(x)

Ny

ax

:>In|v|:—/P(x) dx

:VZG_IP(X)dX
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Vratimo se u (90):

(%+P(x)«v)'u+%'v:0(x)

0
o 0.ut e Pod Q(x)
ax
= du = Q(x) - e/ PXx . gx
= /du: /Q(x)~efp(x)dx~dx+ C

:u:/Q(x)-efP(X)dX-derC

Vratimo smenu y = u- v, v = e~/ P(X)% i dobijamo opste redenje
linearne DJ prvog reda:

=y = e JPO¥([Q(x)- el PX& . dx 4 C)
I  oicccicine jednatine



e
Bernulijeva DJ
Y +P(x)-y=y"-Qx)
gde su P(x) i Q(x) neprekidne funkcije in € R, n# 0,1

Zan=0,1toje linearna DJ.

Y'+P(x)-y=y" Q(x) [y
y="y' + P(x)y'=" = Q(x) (%)

-
:!

Uvedemo smenu:
z=y"T" = 2= = -nyT" Yy = (1 -n)y
=y "y =

Zamenimo ovo u (&) :
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=%. 4+ Px)z=Q(x) /-(1-n)

= % 4 (1 - n)P(x)z= (1 - n)Q(x) — linearna DJ po z

p(x) a(x)

= 7= e—f(1—n)P(x)dx(f(1 _ n)o( ) eJ(1—mP(x)dx Sdx + C)
Vratimo smenu z = y'~" i dobijamo opéte reSenje:

= y1—n _ e(n—1)fP(x)d ( fQ e(1=n) [ P(x)ax dx + C)
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Rikatijeva DJ

y' = P(x)y? + Q(x)y + R(x)
gde su P(x), Q(x), R(x) neprekidne funkcije.

Ako je R(x) = 0 onda je Bernulijeva.

U opstem slucaju se ne integriSe. Razmatramo samo dva sluc¢aja
ukoliko je poznato jedno partikularno resenije y;.

@ Uvodenjem smene y = y; + 1 svodi se na linearnu.
@ Uvodenjem smene y = y; + z svodi se na Bernulijevu.
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Svodenje Rikatijeve na linearnu DJ:
Uvodimosmenuy =y +1 = y' =y — L7

Zamenimo y i y’ u polaznu jednacinu y’ = P(x)y? + Q(x)y + R(x):

Vi~ 2 = PO + 2P+ QU + )+ R(X)

22
Vi~ 2 = (POOYE + QU + R(x)) + 220, P9 | Q6

Posto je y1 reSenje jednadine = y; = P(x)y? + Q(x)yr + R(x).

/2

—Z' =2P(x)y1z + P(x) + Q(x)z

Z' + (2P(x)y1 + Q(x))z = —P(x) — Ovo je linearna DJ po z.
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Svodenje Rikatijeve na Bernulijevu DJ:
Uvodimosmenuy =y1+z = y' =y +2
Zamenimo y i y’ u polaznu jednacinu y’ = P(x)y? + Q(x)y + R(x):

yi+2 =Px)(y1 + 2)2 + Qx)(y1 + 2) + R(x)
yi +2' = (P(X)y; + Q(X)y1 + R(x)) + 2P(X)y1z + P(x)2% + Q(x)z

Posto je y; reSenje jednadine = y; = P(x)y? + Q(x)y: + R(x).

Z = 2P(X)y1z + P(x)Z? + Q(x)z

+
= (2P(x)y1 + Q(x))z + P(x)2?

"~ (2P(x)ys + Q(x))z = P(x)z? — Ovo je Bernulijeva DJ po z, za
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